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PROFILS DE CONCENTRATIONS DANS UNE COUCHE 
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PAR01 
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(Rep le 25 Novembre 1966) 

R&m&-On prtsente une mtthode d’integration de la couche limite laminaire dans un fluide a proprietes 
physiques constantes, en developpant plus particulibrement le calcul relatif ii I’tquation de la diffusion. 
Cette methode consiste en un processus iteratif. 

La premiere approximation a 6te resolue entierement et les profils de concentration reduite corres- 
pondant a dil%rentes conditions aux limites, sont present&. Dans le cas particulier de la plaque plane 
oh I’on peut comparer avec les integrations exactes (profils en similitude), on constate que I’erreur est 
faible et depend du nombre de Schmidt. 

Lorsque le gradient de pression dans la couche limite n’est plus nbghgeable, on ameliore beaucoup les 
resultats en resolvant les equations de la deuxibme approximation. Cette resolution introduit une correc- 
tion fonction du nombre de Schmidt. Dans le cas particulier de la plaque plane (pro!% en similitude), on 
retrouve, a moins de 1 pour cent, les profils exacts de vitesse et de concentration. L’expression de la densite 
de flux de maw a la paroi, dans le cas d’une catalyse du premier ordre, a Cm dbterminee, dans le cadre 
de la deuxieme approximation, en fonction des nombres de Schmidt et de Damkijhler catalytique (rapport 
de la constante de la,reaction a la vitesse de I’bcoulement). 

L’interet de ces calculs est qu’ils sont applicables a des conditions air la similitude ne peut etre ut&&e, 
les calculs numeriques sur machines Ctant d’ailleurs beaucoup plus simples que ceux qui mettent en 

oeuvre les mtthodes de differences finies. 

A,, AN, 

a, 

CP 

D, 
Da, 

k d, 

ki, 

L, 
M, N, 
Pe, 

3K 

NOTATIONS 

concentrations des composants M 
et N, (masse par unite de volume) ; 
concentration rbduite du compo- 
sant M ; 
chaleur specifique a pression cons- 
tante de l’air ; 
coefficient de diffusion ; 
nombre de Damkiihler Cgal a 

kd + ki 
-; 

Pr- 
SC, 
t, 

UC.2 
constante cinetique de la reaction 

2, 

directe ; 
PL, 

constante cinttique de la reaction 
V, 

inverse ; 
tP 

longueur de la plaque ; 
II/v 

composants de la reaction M + N ; Indices 
nombre de P&let rapport& a une e, 

877 

dimension caracteristique de 
I’tcoulement, Pe = uL/D ; 
nombre de Prandtl Cgal A pcIJ2 ; 
nombre de Schmidt Cgal a v/D; 
variable auxiliaire Cgale a 

[(2r,)+ dx ; 

composantes de la vitesse ; 
systeme de coordonntes ; 
variable auxiliaire tgale a (4/9)Sc 

+ 
312. 

conduct&e thermique du fluide ; 
viscositt ; 
viscosite cin&natique ; 
tension de frottement ; 
fonction de courant. 

a l’extbrieur de la couche limite: 
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P- 
X’. 

a la paroi ; 
A I’intini amont. 

INTRODUCTION 

LORS de la rentree des engins dans l’atmosphere, 
les composants de l’air subissent une trans- 
formation a la traversee de l’onde de choc par 
suite de la forte elevation de temperature. Leur 
Cquilibre depend alors des parametres thermo- 
dynamiques de I’onde de choc. Au voisinage de 
la paroi, les variables thermodynamiques su- 
bissent une brusque variation, mais l’equilibre 
chimique ne suit pas cette discontinuite, car la 
constante de temps de la reaction inverse est 
tres grande devant le temps de sejour des gaz le 
long de I’engin. Nous aurons done, le long de la 
paroi, une couche limite formee de gaz dans un 
&at mttastable. Generalement, la paroi a un 
effet catalytique qui rend la vitesse de reaction 
suffisamment grande pour modifier l’etat du 
gaz a la paroi. 

Nous avons Ctudie ici un probleme catalytique 
analogue dans un cas extremement simple. 

1. MISE EN EQUATION 

Supposons un koulement gazeux en tqui- 
libre metastable le long d’un obstacle bidi- 
mensionnel recouvert d’un catalyseur. Sup- 
posons Cgalement: que le melange gazeux soit 
compose de deux corps, M et N; que la reaction 
M + N s’effectue sans changement de volume ; 
que les proprietb physiques du melange M et N 
soient independantes de la concentration et de 
la temperature. 

Si le nombre de P&let rapport6 a l’exterieur 
de la courhe timite est grand devant l’unite, les 
equations aux derlvees partlelles aUXqUekS 

obeissent les concentrations A,(x, y) et A, 
(x. y) des constituants a I’inttrieur de la couche 
limite lam;naire sont de la forme: 

dA, SAM 

ux+v(73.= 
D @AA4 

a4,2 (1.1) 

et 

BA, dA, PA 
u-++I---=D N 

8X ay i)y2 
( 1.2) 

ou u et v sont les composantes de la vitesse, 
respectivement suivant la direction du courant 
et la direction normale a la paroi de l’obstacle : 

D est le coefficient de diffusion massique d’un 
constituant M dans le constituant N defini par 
la loi qui donne l’expression de la composante 
normale de la densite de flux de masse qou du 
composant M: 

(1.3) 

Remarquons que les equations ne cornportent 
pas ici de termes de transformation chimique 
dans le second membre, car on a suppose que 
les vitesses de reaction en phase homogene sont 
faibles devant les termes de transport par con- 
vection et diffusion (couche limite figee). 

La condition a la paroi est obtenue en 
Ccrivant l’egalite entre la vitesse de production 
par unite de surface due a la reaction chimique 
catalysee, et la composante normale de la 
densite de flux de masse. soit: 

(cpd, = - [k,W,), - W,),]~ (1.4) 

((P& = - (CPM),. (1.5) 

k,, et ki sont respectivement les constantes de 
la reaction chimique directe M + N et inverse 
N -+ M. 

L’hypothese dune reaction catalytique du 
premier ordre correspond a des conditions 
experimentales a basse pression [l] ou a faible 
concentration. 

Les deux autres conditions aux limites sont : 

y + a, A, + (&)w 

A, -+ (&)a, ; (1.6) 

x = 0, A, = L4,),, 

A, = LM,,. (1.7) 

Les concentrations sont supposees constantes 
a l’exterieur de la couche limite et Cgales aux 



concentrations a l’inlini amont (Ccoulement 
fig&). 

Now avons suppose, au depart, que la masse 
volumique du melange ne dependait pas de la 
concentration : 

AM + AN = p. (1.8) 

L’equation (1.2) se ramene done a I’equation 
(1.1) que l’on peut resoudre avec les conditions 
aux limites (1.6) et la condition a la paroi : 

wp = - D 2 ( > P 
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Pour rtsoudre l’equation (1.1) il faut intro- 
duire l’equation de la conservation de la masse, 
&rite en variables reduites: 

!E+E=o. 
aY* 

(1.17) 

et l’tquation de l’impulsion : 

au* au* du* a%* u*-++v*_~uu,*--e-+_ 
ax* ap dx* ay*2 

(1.18) 

avec ses conditions aux limites : 

= (kd + ki) (AM)~ - kip 

= (kd + ki) [(AM)~ - (AM)+] (1.9) 

oh (AM),, est la concentration a l’equilibre 
detinie par : 

Introduisons la concentration reduite. a*, 
fonction de la concentration d’equilibre : 

et les dimensions reduites : 

U* = 2- 
V 

UC0 

V* = - 
X.U 

U,’ 

x* = m 
v ’ 

y* -to, ll* et v* + 0, (1.19) 

y* + 00. u* + u: (x*). (1.20) 

Nous etablirons que le parametre fonda- 
mental qui intervient dans la resolution de ces 

(1.10) equations est la contrainte a la paroi: 

au 

zp = p ay 0 Pi (1.21) 

a cette contrainte correspond la variable sans 
(1.11) dimensions : 

zp _ au* 
z*c7- __ 

P ( > PU, aY* p. 
(1.22) 

Dans la suite du calcul, les variables rbduites 
&ant les seules variables utilisCes, nous les 
tcrirons suns asttrisque. 

Y.Um 
y* = -y- 

‘* = C(A& -%k&; 

(1.12) 

L’equation (1.1) s’ecrit : 

aa* aa* i a%* 
u*ax*+v*&z=~.~ (1.13) 

oh SC est le nombre de Schmidt Cgal a v/D. 
Les conditions aux limites deviennent : 

y* = 0, g$=DaJ2’= -cp$(a*), 

(1.14) 

Da est le nombre de Damkohler catalytique 
egal a (ki + k&h m 

y” + 00, a* + 1, (1.15) 

(2.2) 

aa 1 a aa 
x* = 0, a* = 1. (1.16) 

z-s% UYj-$ =o. i ) (2.3) 
\ .I 

2. METHODE D’INTEGRATION 

Introduisons, par la transformation de Von 
Mises, la fonction de courant reduite $ comme 
variable independante ; elle satisfait a l’equation 
de la conservation de la masse, car: 

u=% et a* 
ay V=-ax (2.1) 

Les equations (1.18) et (1.13) deviennent : 



880 G. LASSAU et B. LE FUR 

Nous Climinerons le terme u, (du,/dx) en Soit u”‘(x, +) I’tquation de la tangente a 
posant : I’origine du profi1 de vitesse. Elle s’exprime en 

z = Uf (x) - a2 (x, $I) (2.4) fonction de la contrainte tangentielfe par&ale: 
il vient : 

82 (2.8) -- ud’Z=O 
&x a*= 

P.5) 
tg = h&j = im&$). 

o 
(2.6) 

On a done : 

avec les conditions aux timites suivantes: dO’(x 3 $1 = (22 )+ $“. P (2.9) 

X-+0 Z{x, I)) -+ 0 et afx, $) -+ 1 
retranchons 

$-+~ Z(x, $) + 0 et a(x, $) + 1 
Ajoutons 2@zia+2) et 

u(“)(a2Z/a$2) aux deux membres de l’equation 
lim 2(x, $) = r&x) et (2.7) de I’impulsion : 
*-+o 

lim u aa = Da. Iim a. 
( > JI-+~ SC at+4 IL-0 

az 2 -- 
ax 

u(o) azz - (u - u(O)) az 
a*2 a*2. 

(2.10) 

On aura. dune facon analogue, une expression Cquivalente pour l’equation de fa diffusion (2.7) : 

(2.11) 

Nous allons nous placer maintenant dans un plan auxiliaire (t, II/)& ou t est une nouvelle variable 
indtpendante : 

t = 7 (22,)” dx (2.12) 
0 

qui permet d’eliminer dans le premier membre le terme (2~~)~ qui provient de u(O). 
Nous aurons done le systeme: 

(2.13) 

(2.14) 

Pour resoudre ce systeme, now utiliserons une methode d’int~gration par approximations 
successives : dans la premiere approximation, on negligera Ie second membre des equations qui est 
nul a la paroi et a l’exterieur de la couche hmite; dans le cas de i’equation de Ia diffusion, cette 
hypothbse sera d’autant plus justifiee que I’epaisseur de la couche limite de diffusion sera plus faible 
que l’epaisseur de la couche limite dynamique, c’est-l-dire lorsque le nombre de Schmidt sera grand 
devant I’unite. On kcrira done, l’indice 1 signitiant que l’on a affaire aux solutions de la premiere 
approximation : 

az, __- 
at 

p!$=u (2.15) 
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au, 1 a 
--Sc.all/ p$- =o. 
at ( > (2.16) 

Dam les approximations suivantes, on remplacera dans le second membre u, rp, 2 et a par tes 
expressions de l’approximation anterieure, c’est-a-dire, pour i 3 1: 

(2.17) 

(2.18) 

Pour pouvoir revenir au plan physique (x, y), ii faudrait connaitre les vraies valeurs de zp et de u. 
Comme now ne les connaissons pas, now ferons correspondre a chaque solution d’indice i dans 
le plan (t, tj) une transformation differente pour passer au plan physique (x, y): 

x = Fik $1 = 
t dt 

f 
(22,i)+’ (2.19) 

0 

(2.20) 

La resolution de l’equation de l’impulsion (2.15) de la premiere approximation now donne, 
pour calculer zJt)+ Equation integrale suivante [2,3] : 

* 

I (t - t’)-+z,Xt’) dt’ = 

0 

Comme : 

x = F,(t, I)) = 
’ dt 

f 
- 
(22,J-, ’ 

0 

la contrainte tangentielle par&ale sera solution de l’equation integrale : 

3. FORMULE DONNANT LE PROFIL DE CONCENTRATION DANS LE CAS DE 

LA P~M~RE APPROXIMA~ON 

Pour avoir une condition de nullite a I’exterieur de la couche limite, posons : 

8, = a, - 1. 

Les conditions aux limites (2.7) deviennent : 

w-4 II/) = 6,(t, co) = 0, 

l$i: f3,(t, lj) = O&t). 

(2.21) 

(2.22) 

(3.1) 

I (3.2) 
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19, ttant relic au flux par l’equation (1.14) et (3. l), on a : 

Eliminons, en utilisant le calcul symbolique, la derivation par 
En employant la formule de Carson, l’equation (3.3) devient : 

pqg, _’ $“Ei = 0, ( 1 sca$ a* 

Prenons comme nouvelle variable : 

s = $4 p’ *“. 

et comme nouvelb fonction : 

rapport a la variable t. 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

Divisons l’bquation par ps), nous obtenons une equation de Bessel sans second membre: 

a2vl x+fZ- l+& v,=o ( > (3.7) 

avec les conditions aux limites: 

lim [s+V,(p, s)] = d(p) c B,(t), 
S-+0 

lim [s*l/,(p, s)] = 0. 
S’rn 

(3.8 

La solution de l’equation (3.7) avec les conditions aux limites (3.8) s’ecrit : 

(3.91 

Revenons a V,(p, I,!+ avec les variables p et ilf. 

rc+> J3 
*h-J- $4 = 3 ~ - se* {$)’ p* ij’ 6(p) . I(, ($ se+ $4’ p4). (3.101 

Le champ des concentrations sera l’original de cette expression. II peut etre obtenu a l’aide des 
formules suivantes : 

F(P) G(P) = i.f 0 - t’) dgtt’). 
0 

(3.11) 

lorsque : 

Nous poserons : 

d’ou : 

0) = f(t) et G(p) = g(t). 

G(P) = @PI, 

et : 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 



PROFILS DE CONCENTRATIONS 883 

avec : 

Nous savons que: 

a = ($2 SC lp. (3.15) 

2$ pk+f K,,(2af p3) c t-h exp (-;) KQ (3.16) 

oh W,,, est la fonction de Whittaker ([4], p. 505). 
Pour calculer l’originalf(t) de la fonction F(p) don&e par la formule (3.14), il faut poser, dans (3.16), 

p=$, (3.17) 

et : 
k= -3, (3.18) 

d’oh : 

f(t) = t*e-“I” W - f, + (ah). (3.19) 

Dtveloppons W_ ’ +, + (a/t) a l’aide des relations entre les fonctions hypergComCtriques confluentes 
([4] p. 505) : 

oti: 
w,,,(Z) = e-Z’2Zf+r’%($ + ~1 - k, 1 + 2/_&Z), (3.20) 

_ z,-,A(l + c - b.2 - b,z) 
l-(c) r(2 - b) 1 ’ (3.21) 

avec : 

On obtient enfin: 

(3.22) 

(3.23) 

L’expression (1.14) n’est autre que le quotient par r(i) de la fonction eulCrienne incomplkte de 
deuxi&me espkce r($ a/t) dont la dkfinition est ([4], p. 260): 

r(+, z) = r e-’ r-2/3 dr. (3.24) 
z 

On peut Ccrire l’expression (3.10) sous la forme: 

A 
Vl(P, 44 = 2Ja - 4~) .2&/a) P* &(2a+ P? 

avec : 

(3.25) 

A = r(+) (43) 
2+ n SC* (P V. 

D’oa en portant (3.13) et (3.23) dans (3.11): 

(3.26) 

(3.27) 
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expression qui vkrifie bien les conditions aux limites, 

* + KJ, a -+ #x, et 0,(t, $) -+ 0 

puisque I-(+, a/(t - t’)) -+ 0 lorsque a + co. 

Cherchons une expression de 0,(t, II/) qui soit une fonctionnelle de 0,(t). IntCgrons par parties 
(3.27) : 

elk II/) = 
r($, a/(t - t’)) ’ ’ e (t’) d 

r(i) - r(i) dt’ 1 s p . - [l-i+, a/( t - t’))] dt’. 

0 

(3.28) 

Comme on a pour t’ = 0, e,(t’) = (eP)X=o. (3.29) 

et lorsque t’ + t, a/(t - t’) -+ 00, r(+, a/(t - t’))+ 0 

il vient, compte tenu de la dtlinition (3.24): 

(3.30) 

e1 k *) = - 
e,(o) u+ a/t) + a+ 

r(4) [S e,(t’) e-a~‘l’-“)(t _ t/j--4 dt’ - 1 r(4) 
0 

(3.31) 

avec : 

a = (+)” SC $+. 

Le degrk d’approximation numkrique de la formule (3.31) est examink dans les cas oti les profils 
de concentration sont en similitude et ont pu Ztre calcuk d’une fagon exacte. 

4. CAS PARTICULIER DE PROFILS DE CONCENTRATION EN SIMILITUDE 

Le cas le plus simple est celui d’une concentration constante d la paroi 

e,(t,O) = Cte. 

L’Cquation (1.18) et la dklinition de I’intCgrale de Stieltjes conduisent A: 

e,(t, = 1 _ e-a/r a + oc (a/t) r($ a/t) 

elk 0) t r-c+ + I) =m’ (4.1) 

Cexpression 8,(t, t,b)/tI,(t, 0) ne dkpend que de ajt quelle que soit la forme du corps. 
Les profils de concentration rCduite e,(t, $)/e,(t, 0) sont en similitude dans le plan (t, II/). En 

particulier, pour une plaque plane (sans gradient de pression), nous aurons: 

t+ = ($)+ 2+ (0,31 l)* x2. (4.2) 

d’oti : 

f = ($y$) (4.3) 
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oh encore : 

[$/,/(2x"))] est une fonction de $” = [y”)/,/(2x(“)] dtfmie? par : 

ILIJ(2X) 

r(l)= 

s 

d[~~~2~(‘)~ 

4 
0 

avec [S] : 

(4.4) 

(4.5) 

(4.6) 

et : 

La concentration rbduite ne d&pend que de q (‘) et de SC. Les profils de concentrations rtiduites 
sont done, dans le cadre de la premi&re approximation, en similitude dans le plan (x, y), 

Nous avons tra& sur la Fig. 1 les prolils de concentrations rkduites obtenus en fonction de 
differents nombres de Schmidt. 

0.’ 

0%’ 

&Y 

OA 

02 

0 

FIG. 1. Pro& de concentrations rkduites dans la couche limite sur une plaque 
plane pour diffbrents nombres de Schmidt (I = 0). 

t Les indices suptkieurs sur les coordonnkes indiquent I’ordre des transformations (2.19) et (2.20) utiliskes pour revenir di 
plan auxiliaire (t, +) au plan physique (x, y). 
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pariPtaIes rtfduites en puissance de l’abscisse 
Soit maintenant : 

@Ax) = bx’, 

d’aprb (4.2). nous obtenons : 

Portons (4.9) dans (3.31) : 

En posant @ = t/(t - t’), et en utilisant (3.21) et: 

r(c)%@. b, z) = eZ je-@(fi - l)‘-’ f16-c-i d/3, (4.11) 

nous obtenons : 

WY $1 e - wit l-(S) + Oa 
-= _ 
@,(t, 0) r(2 + jz - 4) [(> c r(l f $Z + r) (a/t) 

t I$ + r) . r 
r=O 

m 

c 

i-(2 + $1 - 4 f r)(a/t)’ - 
lY(j+r) r! 1 r=O 

(4.8) 

(4.9) 

(4.10) 

(4.12) 

Nous voyons que cette solution ne dkpend que de a/t, c’est-A-dire de $‘) et de SC. 
Les Fig. 2 A 5 donnent les profils des concentrations rkduites dans la couche limite pour diffkrentes 

valeurs de I et de SC. 

3 

FIG. 2. Profils de concentrations rkduites dans la couche limite sur une plaque 
plane pour diK&rents nombres de Schmidt (l = 0.25). 
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0.f 

OS6 

H( 9 mm 

0,4 

0.2 

0 

FIG. 3. Protils de concentrations rkduites dans la couche limite sur une plaque 
pour diffkrents nombres de Schmidt (I = 02-O). 

03 

FIG. 4.%%k%z concentrations rkduites. dans la couche limite sur une plaque 
plane pour diffkrents nombres de Schmidt (I = 0.75). 
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0.6 

FIG. 5. Profils de concentrations rkduites dans la couche limite SLIT une plaque plane 
pour diffkrents nombres de Schmidt (l = L.00). 

5. CAS D’UNE REACTlION DU PREMIER ORDRE A LA PAR01 SUR UNE PLAQUE PLANE 

Un d~veioppement limit6 au voisinage de h paroi de l’expression (3.27) nous donne : 

Ppl(t) = 2* ;t;;-3 [Tp’lt),$t - t’)-+ d(a,(t’)) 
3 

0 

ou la relation inverse : 
t 

s 
0 

(5.1) 

(5.2) 

La connaissance de la loi cinetique A la paroi a, permettra de calculer la concentration 
parietale par la resolution d’une equation integrale. 

Dans le cas d’une reaction catalytique du premier ordre, on montre que le seul parametre qui 
intervient est le produit du nombre de Damkohler par ie nombre de Schmidt a la puissance deux 
tiers soit : 

x x 

(5.3) 

En particulier, deux probkmes admettront la meme solution parietale en variables reduites, si le 
produit Da. SC* est le meme. 
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Dans le cas d’une plaque plane, la tension de frottement parietale obtenue A partir de (2.22) est, 
sous forme non-dimensionne~le : 

3* 1 *1 

( > 

0,311 _- 
rpr=p @j &- Jx’ 

Portons cette expression dans (5.3) et intbgrons : 

1 [Al+ dx”, 

il vient : 

(5.4 

(5.5) 

L’equation precedeme est une integrale de Volterra de seconde esptce que nous avons rbsolue 
par la methode classique. Le resultat est une serie de la forme (5.7) uniformement convergente [6], 
quel que soit le parambtre : 

A 
B 

= - 4r($) l-g, 0.6) 

a&) = a;,(x) + ~~~~(X) + * I. + ,~~~~~(x) + . . . ; (5.7) 

en identifiant terme a terme les coefficients en k de la serie (5.7) port&e dans (5.4), on obtient : 

d’oh : 

avec : 

a,,(x) = 2 a,(x) > 
n=o 

c&(X) = (- 1)” 

(5.8) 

(5.9) 

(5.10) 

L’examen de cette skrie montre que toutes les distributions de concentrations par&ales r&kites 
peuvent se deduire les unes des autres, En effet, si i’on pose: 

2’ = EJx (5.11) 
on a: 

c1”(Z’) = (- 1) 
3 

[ 1 n r(+h + 1)) 2’” 
Fgj’ I-($, *iI- 

et : 

ff,~(Z’) = F a&2?). 
n=O 

(5.12) 
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Nous avons tract sur la Fig. 6, up1 (Z’) en fonction de Z’. La courbe prend la valeur 1 pour 
Z’ = 0 et tend asymptotiquement vers 0 quand Z’ tend vers I’inlini. A l’origine des abscisses, la 
concentration parietale est Cgale a la valeur a l’inlini et elle tend vers la concentration d’equilibre, 
lorsque x croit indefiniment. 

Chambre et Acrivos [7] sont arrives a un resultat semblable par une autre methode, qui suppose 
que le nombre de Schmidt est suflisamment grand, et qui utilise a la place de (5.4) la valeur exacte 
de la tension de frottement par&ale rp = 0,332 x-*. Nous discuterons la validite de la premiere 
approximation en la comparant avec les resultats de la deuxibme approximation, et nous com- 
parerons ce resultat avec les points experimentaux de l’analogie thermique (paragraphe 8). 

Portons la valeur de x, tiree de (4.2). dans la serie (5.10), nous obtenons: 

‘Z 

e,ct, 0) = 1 (- 1)” c, tZ”‘3 (5.13) 

et portons (5.13) dans (3.31): 
f 30 

elk @) = g SC (_ I)“($ t2”/3 ,-d-t’) (t _ f-4 &‘, (5.14) 
3 

0 n=1 

Intervertissons le signe somme de la serie et de I’integrale puisqu’elles sont uniformement 
convergentes. 

11 vient : 

8,(t, $) = & 2 (- l)“Cn/t’zn/3 e-a/(f-t’)(r - t’)-4 dt’. 

n=l 0 

t 
UC- 

t - t” 
il vient : 

m mm2 

c (_ 1)“~~ t2”-+ 

s 

tu _ 1)W3 ,-au/t U-W+ 1)/3 du. 

n=1 1 

Si l’on utilise (5.4) I’expression (5.15) devient : 
cc 

Lx+ 
e,(t. *) = me-aii t-+ c (- l)T.r’““T(l ++L (1 +g;) 

n=l 

soit, en dtveloppant avec les formules (3.21) et (3.22): 
co 

e,(t. tj) = e-“/’ c (- 1) 
(-, t2n/3 a + OT’ 

LO c r( 1 + 2n/3 + r) (a/t) 

r(2n:3 + 4) i r($ + r) r ! 
n=l r=O 

w I(2n/3 + i+ r) c (cc/t) - 
r($+r) r! 1 r=O 

(5.15) 

(5.16) 

(5.17) 

(5.18) 

(5.18) 
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Z 

FIG. 6. Distribution de concentrations ou de tempkratures rkduites sur une plaque plane 
entikment catalytique. 

i 
I I I 

0 100 200 300 400 500 

Y 

lo 

FIG. 7. Protils de concentrations ou de tempkratures rtduites dans la couche limite sur 
une plaque plane entitrement catalytique. 
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Sur la Fig. 7, now avons pork a, en fonction de y”’ pour diffkrentes valeurs de x(l) et pour 
Da = 8.10-j. SC = 0.7, ainsi que les points expkrimentaux obtenus par I’analogie thermique 
(paragraphe 8). 

Compte tenu de I’erreur systkmatique due A la premikre approximation et des erreurs expkri- 
mentales, les calculs thtoriques sont assez bien vCrifiCs par I’expCrience. 

6. ETUDE D’UN “SILLAGE” CATALYTIQUE 

Supposons une &action catalytique s’effectuant dans une region dont tous les points sont au 
plus A une distance L du bord d’attaque, c’est-A-dire que le flux de masse est nul en tout point x 
d’abscisse supkrieure A L. 

L’inttgrale (5.2) se dtcompose en deux parties, de 0 A L et de L A x; la deuxikme &ant nulle 
puisque dans cet intervalle (oP = 0. 

En posant : 

(6.1) 

pour x supkrieur g L, on a: 

oti aPI(<) est dClini A partir de (5.10) soit: 

\ 
F 

--,--_ 
---_ ---_ 

Partie avec catalyxu Portia sans catotyssur _ _ L 
I 

(6.3) 

F’IG. 8. Ulstnautlons de concentrations ou de tempkratures rkduites sur une plaque 
plane avec partie arrikre non catalytique pour diffkrentes valeurs de EJL. 
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3L 

l Voleun ex&imeniaies 

I .o 1,s co 2.5 

ef 

RG. 9. ,Distribution de concentrations ou de tempbatures rkduites sur une plaque plane avec 
partie arrite non catalytique [EJL = 2,611. 

FIG. 10. Profils de concentrations ou de tempkratures Muites dans la couche limite sur 
une plaque plane avec partie arribre non catalytique [E,/Z, = 2,611. 
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La solution du probltme se reduit a I’integration entre <’ = 0 et 5’ = 1 du produit du developpe- 
ment limit6 [l - (5’ L/x)*]-* par a,,((‘). 

Les resultats donnant a,,(t) sont presentb pour differentes valeurs de E ,/L sur la Fig. 8. En 
portant cette valeur de a,,({) dans (3.31) nous obtenons les profils dans la couche limite avec les 
parametres de l’analogie thermique, (Fig. 9 et Fig. 10). 

7. DIFFERENTS TYPES DE DISCONTINIJITES DE CATALYSEUR 

Supposons que la paroi soit d’abord non catalytique, c’est-a-dire ‘pp = O? puis catalytique. 
Nous avons rtsolu cette sorte de discontinuite en integrant pas a pas l’equation inttgrale (5.2) 

de la mCme facon que Chung. Liu et Mirels [8]. Nous obtenons les courbes de la Fig. 11. En portant 

0,6 

h? t.8 

;pJ& 0,s 

a 

$ 0,4 

0.3 o-s.,_ 
----___ 

0,2' 

0 
I11 I,2 I,3 I,4 1.5 1.6 1.7 I,6 1.9 2.0 

FIG. 11. Distribution de concentrations ou de temptratures rkduites sur une plaque 
plane avec partie avant non catalytique [E,/L = 2.61. 

les valeurs de e,,,(t) dans l’tquation (3.31) on obtient pour Da = 8.10e3 et SC = 0,7 (conditions 
d’analogie thermique) les profils de la fig. 12 derriere une discontinuite d’abscisse L = 20 550. 

Supposons maintenant que l’on ait sur une plaque catalytique une interruption, puis une reprise 
de la catalyse. Nous aurons pour solution, des courbes a,,(x) du type de celle de la Fig. 13. 

Pour une valeur suffisamment grande de E JL et pour une distance assez grande du bord 
d’attaque, on trouve que l’on peut augmenter ainsi le flux de masse par unite de surface. Ce rtsultat 
a CtC obtenu (Fig. 13) en comparant les aires S, et S, pour EJL = 8.11 est dti au changement brutal 
de pente de la courbe a&x) a l’endroit de la discontinuith 
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FIG. 12. Prolils de concentrations ou de tempkratures rkduites dans la couche limite 
sur une plaque plane avec partie avant non catalytique [I&/L = 2,611. 

0.6 

RG. 13. Exemple de distribution de concentrations rkduites sur une plaque plane avec 
interruption de catalyseur de largeur iinie. 
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8. AN~OG~ ~RMIQUE DU PHENO~NE DE DIF~SION AVEC CATALYSE A LA PAR01 

Nous obtiendrons une equation differentielle identique dans sa forme et dans ses conditions aux 
hmites en plaGant dans un courant d’air laminaire, une plaque plane P maintenue a une temperature 
uniforme T, et recouverte d’une feuille isolante, d’epaisseur 1 et de conductivite thermique Izi, 
L’equation de la couche limite thermique dans ce cas s’ecrit : 

(8.1) 

Dans le deuxieme membre, u ap,/dx est petit devant a/ay(,I aT/ay), puisque le gradient de 
pression est pratiquement nul. De meme, ~(a~/ay)2, terme dti au frottement visqueux est neghgeable 
devant a~ay(~ aT~ay) puisque les vitesses sont faibles. 

En supposant que les proprietts physique du fluide sont constantes, I’equation (8.1) devient : 

aT 8T ‘I a2T 
--. 

uZL+v~=pc,ay2 

Choisissons, comme condition a la paroi, une condition du type de Fourier: 

__a aT 0 = l, T,-- T(x, 0) ~I_- 
ay y=. * e . 

(8.2) 

(8.3) 

En comparant les equations (1.13) et (8.2) et leurs conditions a la paroi (1.14) et (8.3), nous voyons 
qu’elles se deduisent respectivement I’une de l’autre en remplacant : 

a par 
T,- T(x, Y) =I T* 

T, - T, 
SC par Pr 

Da par Da, = 
4 

pc,l. u,’ 

A la variable 2’ detinie par l’equation (5.1 l), correspond la nouvelle variable Z;, definie par : 

2; = &Da, Prf 4x 
, 

(8.5) 

ou le nombre de Schmidt a ete remplace par fe nombre de Prandtl. 
La correspondance entre up et 2’ sera identique it celle deT$et Z$, puisque ces variables reduites 

obeissent a la meme equation integrale. 
Pour mesurer la temperature de paroi au contact du fluide, nous avons employ6 la methode 

Thureau [9] que nous rappelons brikement. Un sulfure mixte de zinc, de cadmium, de manganese 
et d’or, excite par un rayonnement ultra violet, Cmet un spectre dont la forme depend de la tempbra- 
ture. 

En mesurant les intensitb iumineuses II, et I,, pour deux longueurs d’onde particulitfres 12r et 
&, avec une m&ne puissance de la lampe, nous obtiendrons la temperature grace au rapport de 
ces intensitb. 

Les rkultats nunkriques obtenus sont confront& avec les vaieurs theoriques precedemment 
calculfk. 
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9. DEUXIEME APPROXIMATION POUR LES PROFILS DE WTESSE 

9.1. Dans le cas de l’equation de la quantite de mouvement, l’approximation d’ordre i + 1 sera 
solution de l’equation suivante : 

a&+ I _-&&L [A_& c!$ 
at 

La deuxieme approximation Z,(t, $) sera done solution de l’equation : 

az, -- 
at 

P$=[&-i;l$, 

(9.1) 

(9.2) 

avec les conditions aux limites : 

lim Z,(t, $) = 0, 
1+0 

lim Z,(t, $) = t&t), 
Jl+o 
lim Z,(t, $) = 0. 
#-a 

Pour revenir au plan physique (x, y), on emploiera la transformation : 

(9.3) 

1 

t 

s at 
x = X’% II/) = o (2T,2)+, 

(9.5) 

Remarquons que la condition irnposbe a la paroi pour la fonction Z,(t, I+$) ne fait pas intervenir 
la m&me fonction t&t), que celle introduite dans la premiere approximation car le retour du plan 
auxiliaire (t, $) au plan physique se fait d’une facon differente (cf. Fig. 14). 

9.2. Pour resoudre l’equation (9.2), cherchons une expression de la vitesse u,(t, II/) sous la forme 
d’une serie en $“I2 ([lo], p. 3 1) : 

u,(t, Ic/) = “z. d,(t) V”. (9.6) 

Nous savons que Z1 = uf - u: est solution de l’equation: 

Posons : 

Si l’on Porte le dtveloppement en 
a la relation de recurrence suivante : 

az, -- 
at 

z1 = F b,(t) lp2. 
n=O 

(9.7) 

(9.8) 

strie de Z, dans I’kquation (9.7X on trouve que les b, satirfont 

4 d(b,-,) b 
n(n - 2) . dt = “. 

(9.9) 
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Compte tenu des conditions aux limites, on obtient : 

b, = U:(t), b, =O. b, = - 2z,,(t) 

d’oh : 

b,i = 
22’ d’(u,2) 

3’i! fi (3r - 2) 
.i 

dt 
r=l 

2 i+l 

b,i+2 = 
d’h,,) 

3’i! fj (3r + 2) 
.dt’ 

r=l 

D’aprb la dkfinition de Z,, now avons : 

fl b, $“” = - [f a, I+V”“]‘. 

En identifiant terme A terme, nous obtenons : 

n-2 

b 1 
d,= -$f-2d, 

c 
d p+id& n>3 

1 

avec : 

dl = 425,,), 
1 2 + d(u2) d2+=_3 z -$-. 

- 1 0 PI 

Portons (9.13) dans (9.2), le terme [uJ,,/(2zpJ] - $3 devient: 

m d 

c 
$5 qn+ 1)/Z, 

1 
n=l 

Posons : 

n-l 

&+1(t) bn+z 1 y,(t) = d = - __ - - 

2df 2 c 
Yp Yn-p 

1 
p=1 

avec : 

1 d(u,z) 
Yl=-sdt 

L’Cquation (9.2) devient, compte tenu de 1’Cquation de la premitre approximation: 

az2 -- 
at 

*+$g = 52 y,(tl) $“‘2. 

n=1 

(9.10) 

(9. I I) 

(9.12) 

(9.13) 

(9.14) 

(9.15) 

(9.16) 

(9.17) 

(9.18.) 
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Utilisons, comme dans la premiere approximation, la. transformation de Carson et posons : 

%“lb t4 = GO, $h (9.19) 

a,(P. $1 = Z,(t* Jl), (9.20) 

et: 

PYAP) = c,(t). (9.21) 

Utiiisons a present le thtoreme de Poli [ 1 l] : 

(9.22) 

avec : 

On a ici : 

Done : 

b 

F(p) =f(t) et G(P) = s(t). 

f(t) = % et g(t) = c&t). 

(9.23) 

(9.24) 

az, O” 
co 03 -c at rdt) f/“” = p 

c s 
#“‘2 c&l - p) %“,(I, $4 dA. 

II=1 ?I=1 P 

(9.25) 

Si l’on pose, comme dans la premiere approximation: 

q=+pq* 

et: 
(9.26) 

On obtient I’equation : 

(9.27) 

d2Q2 
xp- 

On montre que : 

GAP, 4) = - &#p-+ c ($)N3 p-n/3 $43 

n=1 

(9.28) 

(9.29) 

oh: 

t(P) = U,2W. (9.30) 

L’bquation (9.28) se r&out par la methode de variation des constantes en tenant compte des 
conditions aux Iimites (9.3) transformQs convenablement. Les details de l’integration sont donnes 
dww la reference ([lo], p. 33). 

Nous n’avons pas reussi a obtenir l’original de la solution b2(p, I& mais un developpement en 
serie de cette solution au voisinage de la paroi now a fourni une relation entre la contrainte 
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tangentielle pa&ale zp2 de la deuxieme approximation et la distribution de vitesse u, a l’exterieur 
de la couche Iimite: 

t 

f 
(t - tr)ni3 +r- + d[&‘)]. (9.31) 

0 

C’est une equation integrale sous forme p~am~tr~que, car on passe de la variable t a la variable x 
par la relation (9.4). Remarquons que I’equation est differente de celle de la reference {[lo], p. 36). 

Dans le cas de la plaque plane (u, = Cte) l’equation integrale (9.31) s’integre facilement et I’on 
trouve que : 

C,, Re;* = 0,66107 (9.32) 

oa: 

Co __ = $2, 
2 

(9.33) 

On voit que l’erreur par rapport a la valeur exacte 0,66412 est de I’ordre de 0,4 pour cent. 
La premiere approximation avait don& : 

C,, Re;* = 0,62340 (9.34) 

d’ou une erreur par defaut de 6,l pour cent. 
Remarquons que la deuxieme approximation exposke dans la rCf&rence [lOJ conduisait 8 une 

valeur de 6,674i5, c’est-a-dire avec une erreur par excb de I,5 pour cent. 
En conclusion, le nouveau processus d’intbgration des equations de la couche limite laminaire 

par approximations successives expose ci-dessus, non seulement est plus logique au point de vue 
formalisme que celui de la reference [lo], mais conduit a une convergence numerique plus rapide. 

Pour le calcul des profils de vitesse, on peut, a la place des profils exacts de la deuxieme approxima- 
tion, ajuster les protils obtenus dans le cadre de la premike approximation [5] en faisant une 
affinite dans le plan ft, tl/)? de telle faGon que la contrainte tangentielle parietale correspondant Q 
ces nouveaux prohls soit egale A zp2. 

Dans le cas de la plaque plane, on a done remplad u,(t, t&), tel qu’il est don@ par (4.6) et {4.7), 
par : 

t?ft, $1 = [Pk, z’>]” (9.35) 

avec : 

E = 2 = 1,061. (9.36) 
ZPl 

On trouve ainsi que le profil des vitesses rkduites est une fonction dune nouvelle variable rhduite : 

(9.37) 
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11 Concorde, a moins de 1 pour cent p&s, avec le profil calcule par Blasius, comme on l’a montre 
dans la reference [5]. 

10. DEUXIEME APPROXIMATION POUR LES PROFILS DE CONCENTRATIONS 

Dans le chapitre 2, nous avons montre que l‘approximation d’ordre i + 1 de la concentration 
est solution de l’equation : 

(10.1) 

oh ui, zpi et a, sont respectivement la vitesse, la contrainte A la paroi et la concentration, a l’approxima- 
tion d’ordre i dans le plan (t, $). 

Pour la deuxieme approximation, nous aurons done : 

(10.2) 

Posons : 

nous obtenons : 

0, = a2 - 1 (10.3) 

(10.4) 

avec comme conditions aux limites, lorsque la concentration parietale est imposee : 

lim e,(t, I++) = 0, 
Z-r0 

1 

lim &(t, $) = 0, 
9-o i 

(10.5) 

lim fil,(t, 9) = O,(t). 
rL+m J 

Le cas d’une densitk parietale de flux de masse imposee, ou celui dune relation? entre cette 
densite de flux et la concentration parietale se traite dune facon analogue en modiliant la dernibre 
condition du systeme (10.5). 

Compte tenu de la definition des yn [voir (9.10) et (9.17)] l’equation (10.4) devient : 

(10.6) 

Utilisons la transformation de Carson et posons: 

%1(P? VW = e,(t, ICI), 
et : 

~&A ti) = b(4 $1. 

(10.7) 

(10.8) 

t On peut faire la m&me remarque qu’au paragraphe 8.1 sur la condition imposte z+ la paroi & la fonction &(t, $). 11 faut 
alors remplacer sur la Fig. 14 I’axe des u: par un axe des 0, 
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Comme prectdemment, le theoreme de Poli conduit a l’equation a laquelle obeit la transformee 

q2(pT 1c/) de @,(r, ti): 

avec pour conditions aux limites: 

lim g2(p3 $1 = 4~) 
!b-0 

i 

(10.10) 
lim V2(p, $) = 0 
IL-m 

6(p) est I’image de : 

s,(t) = 6,(t, 0). 

Effectuons les changements de variables : 

(10.11) 

et : 

9,“,(P, d = s-+ 592(P. $1. (10.12) 

FIG. 14. Schtma explicatif du passage de la variable t zi la 
variable X. 

Aprts avoir divise par ps* et change de signe toute I’tquation, nous obtenons, si l’on designe par 
H,(p, s) le second membre de l’tquation (10.9) : 

a2v2 1 w, -- 
as2 +S. as ( > 

1 + & 772 = H,(p. s). (10.13) 

Calculons H,(p, s) en posant : 

/If 
G= - s. 0 P 

(10.14) 
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Le second membre de l’kquation (10.13) s’kcrit , compte tenu de (10. ll), (10. 12) et (10.14) 

m m 
2n/3 

H, = - p+Scs-+ cp sc)-",3; S2(n+l)/3 

I s 

A-+ a-+ $ 

n=1 P 

RemplaCons dans (10-15) VI@, CT) par son expression 
exprimons-le avec les variables p, s et I: 

[& Y,@, o)] c.(n - p) dl 
I 

. (10.15) 

tirte de la premibre approximation et 

H = 3+ I-($ 
2 ~p+s-+ 

n=l 

ar “r 
; b2(n+1)/3 j A-+6(1)K, 6s) c.(n - p)d/;l. (10.16) 

P 

L’intCgrale gCnCrale de l’kquation (10-13) est de la forme : 

“y_2(P, 4 = &(P, 4 I-*(s) + G(P, 4 I+&). (10.17) 

Appliquons les conditions aux limites en tenant compte du comportement aux limites des 
fonctions de Bessel modifikes. 

Nous obtenons : 
s 

B;(p, s) = b,(p) - $ 
s 

sH,(p, s) I+(s) ds. (10.18) 

0 

s 

%(P. s) = b:(p) + $ 
s 

sH,(p, s) Z_+(s) ds, (10.19) 

0 

b;(p) = 2-+. l-(S). 6(p), (10.20) 

b;(p) = - 2-* . I-(+, . 6(p) - 3 sH,(p, s) K,(s) ds. 
0 

(10.21) 

En portant (10.18). (10.19),(10.20), et (10.21) dans (10.17), nous obtenons la transform& de Carson 
de la solution de la deuxibme approximation. Nous n’avons pu obtenir I’original de cette expression, 
mais en prenant le dkveloppement limitk h la paroi en s* nous avons pu obtenir la densitk de flux 
par&ale de la deuxikme approximation. 

En prenant le dkveloppement limitk de V,(p, s), le transform6 de ce dkveloppement sera: 

592(P? s) = 6(P) - 2+ wsc+p-+x2(pb~ + O($). (10.22) 

(10.23) 

avec : 

X2(P) = &. 
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En comparant les developpements limit& de (10.17) et de (10.22) en s*, il vient : 

X2(P) = - cw + __ 

Explicitons I’integrale de 6:(p) donnee par l’equation (3.21): 

(10.24) 

03 

9 = sH,(p, s) K,(s) ds = - 2+n: 

0 

(10.25) 

Integrons par parties: 

sd Z$ ; [. . .] ds, 

0 

nous obtenons : 
m m 

2 = 3+ %) P+ 3 21~13 

2% co 4 
(p . SC)_“‘3 

s 
S(2n’3)+ 1 K&s). 

n=l 0 

[j/i-‘Ml)K+ E(;~]c&? - p)d] ds. (10.26) 

P 

Intervertissons I’ordre d’intbgration. ce qui est possible car les integrales sont convergentes : 

(p sc)-“‘3 
s 

A+ m c,@ - P) 

n=1 P 

[-s(2"13J+1 K, 1 ($+] K&s) dj dl. (10.27) 

La derniere inttgrale est de la forme: 

Z(cr, /?) = $ s’ K&X. s) K&B, s) ds, (10.28) 

qui existe lorsque p + v < 1 + 1, elle s’exprime a l’aide d’une fonction hypergeometrique: 

Z(a, 8) = 
GM ~7 v) 2F 

al+%-v Y 
B 

1 
, 1 + 1.1 - $ 

> 
(10.29) 

avec : 

r 1+I+p--v 

( > 2 
(10.30) 
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Ici : 

d’oh : 

a=++ I, p=v=j. a = J&p). p = 1. 

905 

(10.31) 

dp &_“/3 I%/3 + +) r2w3 + 1) Q/3 + $1 
I-((2n/3) + 3) 

II=1 
m 

s 
2-@-l s(n) C”@ - p) $1 d;c (10.32) 

en portant (10.32) dans (10.24), nous obtenons : 

2+3* r(g) 
X2(P) = r(# 

SC 
_n,3 m/3 + f) 

r(2n13 + 2) ll=i 
a, 

s 
l-“i3 - 1 S(d) C”(A - p) ZF1 (10.33) 

P 

Cette expression peut se mettre sous la forme: 

l f x&d = k i P ~P&P) + P A( (10.34) 

k &ant une constante et: 

4~1 = W (10.35) 

0 Ctant une fonction inconnue pour I’instant. 
Appliquons le thkor&me de Bore1 (3.11) pour trouver l’original du deuxihme membre de l’kquation 

(10.34). 
Posons dans (3.11) : 

0) = Pf* 
t-+ 

f(t) = @) (10.36) 

d’ob: 

Gfp) = fW + Atpf]. g(t) = [e#. e) + 0-J (10.37) 

2+ 3f 
%2(f) - r(j) 

- -SC-+ (Gus)+ (t - t’)-+ d(B, $ 0). (10.38) 

0 

Cherchons l’original O(t) de A(p) donnk par: 

00 

3 2~3 

MP)=;P 5 
co 

g-n/3 
I%/3 + +) 

r(2n/3 + 2) 
I!=1 

m 

s a-“3-1 6(n) c,(k - p) ,F, 
L-p 

f + ; f + 1, f + 2, 1 dL. (10.39) 

P 
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Remplaqons la fonction .Jr par son developpement en serie: 

co 

2F1(a, /3, y, x) = 
c 

l?a + r) r(P + r) UY) x’ 
___ 

r(a) . up) ‘T(y-tr)‘qiTj 
r=O 

(10.40) 

et intervertissons dans (3.39) le signe somme 7 et le signe somme de la serie f introduit par le 

’ 
r=O 

developpement en strie de la fonction ,F, : 

02 02 c n/3 + f + w(7q3 + 1 + r) 
r(2nj3 + 2 + r) l-(1 + r) s l-n,3_1 

(10.41) 

r=o P 

Nous obtiendrons l’original de cette expression a I’aide du theoreme de Poli [ 111. 
Posons dans (9.22) : 

g(A - P) = C”G - P)@ - P) (10.42) 

F(l) = rn’3-‘. s(n). (10.43) 

Or: 

t 

;(P- N3 -‘) . p6( /I) c 
s 

(t - #3+' 

r(ni3 + r + 1) 
d[&,(t',l 

0 

d’ou: 

f(t) = s f (t - t’P3+’ d[e @‘)I 

r(n/3 + r + 1) p ' 
0 

La fonction g(t) est obtenue a l’aide de (2.21). soit : 

c,(t). t’ 1 (- 1)” p d’r, 
dp’ 

d’ou: 

G(t) =(-I)+. 

La transform’% complete est done: 

dry,(t) G’)‘dt’ s &; :‘l;yrl, d[$,(t’,l. 
0 

(10.44) 

(10.45) 

(10.46) 

(10.47) 

(10.48) 
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d’oh : 

fl=l 

m 

c I%/3 + f + I) d%,(t) ’ 

r(2n/3 + 2 + r)lY(l + I) 
wdt’ 

I 
(t - t’)“‘3 +r d[0,(t’)]. (10.49) 

r=O 0 

L’equation (10.38) jointe a I’kquation (10.48) et 21 la deuxieme approximation dynamique (9.31), 
permet de calculer la difference entre les deux premieres approximations. 

Nous avons calcult, pour une plaque plane, dans quelques cas particuliers, le d~veloppement 
de 0 en fonction de f’inverse du nombre de Schmidt. 

Gas d’une concentration constante a la paroi : 

1,i. 1o-2 1.04. 1o-3 1,4. 1o-5 
1+; = 1 - sc + sc2 + SC3 + 

P 

Gas d’un flux constant a la paroi: 

0,53. 1o-2 
1+;=1- SC 

+ 0,27. 1O-3 + 0.88. lo-’ 

P SC2 SC3 

Cas d’une reaction catalytique du premier ordre : 

. . . . (10.50) 

f... . (10.51) 

t I f-t f 6.10-s , 1o-4 5.10-6 , 
lt-~l--t~-------t-.... 

@P SC SC SC3 
(10.52) 

La densid de fiux massique, dans le cas de la deuxieme approximation, est obtenue par la formule 
suivante : 

(10.53) 

La fonctionfest obtenue en comparant les expressions (10.38) et (5.1). 
De la mCme man&e que dans le second chapitre, on peut ajuster les pro% de concentration 

obtenus dans le cadre de la premiere approximation en faisant une affrnite dans le plan (t, ll/), de telle 
faGon que la densite parietale de flux de masse correspondant a ces nouveaux pro& soit egale 

a 40,2 
Les rbultats obtenus avec cette methode comcident avec les profils dejk obtenus dans les cas de 

similitude sur une plaque plane, a moins de 1 pour cent dans toute la couche limite. 

11. CONCLUSION 

Nous avons presente une methode d’integration de la couche limite laminaire dans un fluide a 
proprietes physiques constantes en s’attachant plus particulierement a l’equation de la diffusion. 
Cette methode cons&e en un processus iteratif. 

La premiere approximation a et6 resolue entierement et les proiils de concentration reduite 
correspondant a differentes conditions aux limites ont Cte presentes. Dans le cas particulier de la 
plaque plane ou l’on peut comparer aver les integrations exactes (prutils en similitude), on constate 
que I’erreur est faible et depend du nombre de Schmidt. 
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Lorsque le gradient de pression dans la couche limite n’est plus nCgligeable, on am&ore de 
beaucoup les rCsultats en rCsolvant les Equations de la deuxi&me approximation. Cette r&solution 
introduit une &rection fonction du nombre de Schmidt. Dans le cas particulier de la plaque plane 
(pro& en similitude), on retrouve & moins de 1 pour cent tes profils exacts de vitesse et de concentra- 
tion. L’expression de la densitC de flux de masse ?I la paroi, Idrsqu’on a une catalyse du premier 
ordre, a CtC dCterminCe, dans le cadre de la deuxiCme approximation, en fonction des nombres de 
Schmidt et de Damkiihler. 

Cette Ctude a fait i’objet d’une commu~cation au Symposium International snr Ia Dynwique 
des Fluides Des Milieux Continus HCttrog&ws g Plusieurs Phases organid par l’Acad&mie 
Internationaie d’Astronautique B Naples du 3 au 6 octobre 1966. 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 
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Abstract-A method of integration of the laminar boundary-layer equations is presented for a fluid with 
constant properties, with emphasis on the resolution of the diffusion equation. This method is based on 
an iterative process. 

The first approximation is solved exactly, and dimensionless concentration profiles corresponding to 
various boundary conditions are presented. Comparison with the known exact solution, in the case of a 
flat plate, shows that the error is negligible, and depends upon the Schmidt number. 

For a non zero pressure gradient boundary layer, the results are greatly improved by solving the equa- 
tions for the second approximation. The correction term is a function of the Schmidt number. For a flat 
plate (similar profiles) the accuracy, on velocity and concentration profiles, obtained with the second 
approximation is better than 1 per cent. 

The mass transfer at the wall is calculated, in the case of first order catalysis, and using the second 
approximation, as a function of the Schmidt number and the catalytic Damkiihler number (ratio of the 
reaction constant to the flow velocity). 

The interest of the method lies in the fact that it can be used in cases where similarity does not apply ; 
the corresponding numerical calculations are much simpler than the calculation by finite difference 

methods. 

Zusaumtenf~Es wird eine Methode fiir die Integration der lamiuaren Grenzschichtgleichungen 
fiir eine Fltissigkeit mit konstanten Stoffwerten angegeben, mit Betonung der LSsung der Difliusions- 
~eichung. Die Methode beruht auf einem iterativen Prozess. 

Die erste N&herung wird exakt geibst und Profile fXir die dimensionslose Konzentration werden fiir 
verschiedene Randbedingungen angegeben. Ein Vergleich mit der bekaanten exakten Liisung fiir den 
Fall der ebenen Platte zeigt, dass dw Fehler, der von der Schmidt-Zahl abh2ingt, vemachlassigbar klein ist. 
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Fti eine Grenzschichf.mit dem Druckgradienten null, wurden die Ergebnisse stark verbessert durch 
LBsung der Gleichung fti die zweite N&herung Das Korrekturglied ist eine Funktion der Schmidt-Zahl. 
Die mit der zweiten N;iherung erreichte Genauigkeit fiir das Geschwindigkeits- und Konzentrationsfeld 
ist fiir eine ebene Platte @h&he Profile) besser als 1%. 

Der Stofftransoort an der Wand wird fiir den Fall einer Katalvse erster Ordnuna mit Hilfe der zweiten 
N&herung als iunktion der Schmidt-Zahl und der katalytischen Damk~hler~Zahl (Vertiltnis von 
Refraktionskonstante zu Str6mungsgeschwindigkeit) berechnet. 

Die Methode ist deshalb interessant, weil sie in FLllen angewendet werden kann, in denen die .&nlich- 
ke&thofie versa@. .Die entsprechenden numerischen Berechnungen sind vie1 einfacher, als die 

Berechnung mit Hilfe von Differenzenverfahren. 

,\HllOT&U~H~l -&leTUi MeTO& iIKTer~HpOBaiiilfl ~paBiieiii4ii JlaMIlHapHOrO nOrpaHIlYHOr0 CJIOR 

AJill X(Il~KOCTIl C IiOCTORHHbiM1I CUO&CTBaMH, IIpil 3TOM OCHOBHOe BHi4MaHMe yReJiHeTCR 

pt~1e~~i0 ypaiuieHiui ~1441yaim.3~0~ MeTop,ociioBaii Ha npoqecce merpaqmi. 

llepuoe npcl6ns~eH~epeuiei~o~0s~0.~p~~0~~~c~6e3pa3~epKbrenpo~~n~Ko~~eHTpaqa~i, 

COOTBeTCTByiO~iie pa3JiWiHbiM I‘paHWiHbiM yCJiOBiiFiM. kI3 CpaBHeHMR C il3BeCTHbiM TOYHbIM 

~'eIiieHEieM AJIK CJiy'iaR IIJIOCKO~ nJiaCTllHbi CJieAyeT, 9TO iiOrpeiiIHOCTb HeRHaYilTeJIbHa I4 

3aliilCKT OT q&lCJia IuMilATa. 

AJifl nOrpaHWiHOrO CJIORC rpanileIiTOM AaBJieHHfi,He paBHOM HyJiiO,pe3yJlbTaTbiHaMHOi?O 

~.IyWliaiOfCii peiiieiiMeM ypaBHeHMR BO RTOpOM npM6nHmeHHx. flOnpaBOYHbd% WieH eCbT 

IjlyHK~iili WCJia uIMi4nTa. AJili WiOCKOti IiJlaCTHHbi (aBTOMOAeJIbHbIe iipO@Ui&l) TOqHOCTb 

ilpOljlMJletl CKOpOCTli I4 KOii~~eHTpai~Wl, nOJiyqeHHaR BO BTOpOM npn6nimeiiim, JiyWie, 9eM 

I?&. 

c nOMOWbi0 IiTOpOi'O npi46JiMHce,iWi paCCWlTbiBaeTCH MaCCOnepeHOC B CJiyYae KaTaJICITM- 

qecKMx peaKullti nepisoro nopflnKa KaK I$YHK~WI wmia ILIMsATa M KaTaJmTmecKoro wcJia 

naMKi$Iepa (OTHOIIieHIIe KOHCTaHTbi peaKUi4il Ii CKOpOCTIi nOTOKa). 

~e~o~npe~CTaBJi~eT~HTepeCnOTOMy,'iTO~lOmeT6blTb~CnO~b30BaHBC~y~a~X,BKOTOpbiX 

Ilt' il~iiOJlb3yeTf'fi yCJlOBlle aRTOMO~eJlbiiOCTII; COOTBeTCTByiO~He YllCJieHHbIe paWeTb1 Iia 

MHOrO npOWe pW'ieT3 (‘nOMOWbi0 MeTOZOB KOHe'iHOti pa:liiOCTEl. 

3M 


